Guía del maestro
Título:  Completando el cuadrado

Autor:  Juan Sánchez Reyes

Nivel:  10mo – 12mo

Objetivo o propósito general:
Lograr que los estudiantes entiendan el proceso de completar el cuadrado para resolver ecuaciones cuadráticas.

Objetivos específicos:

1. Identificar trinomios que son cuadrados prefectos.

2. Completar el cuadrado en un trinomio cuadrático.
3. Resolver ecuaciones de la forma  
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, d > 0.

4. Resolver ecuaciones de la forma  
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, d > 0.

5. Resolver ecuaciones cuadráticas usando el método de completar el cuadrado.

6. Desarrollar las soluciones de la ecuación 
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7. Resolver ecuaciones cuadráticas usando el método de la fórmula cuadrática.

8. Aplicar la solución de ecuaciones cuadráticas para resolver problemas.

Estándares que se atienden:

Álgebra:

· Estándar de contenido # 2:

· Reconoce el significado de formas equivalentes de expresiones y ecuaciones.

· Resuelve ecuaciones equivalentes usando lápiz y papel o calculadora.

Geometría:

· Estándar de contenido # 4:

· Usar modelos geométricos para contestar preguntas dentro y fuera de las matemáticas y en el mundo del trabajo.

Tiempo sugerido:  2 ó 3 períodos de clase de 50 minutos cada uno.

Materiales y equipo:  
· Calculadora para que el estudiante determina raíz cuadrada, si así lo desea.

· Manipulativos concretos o virtuales para representar los trinomios cuadrados perfectos.

Preparación:

· Se recomienda que en todo momento los estudiantes trabajen 

en parejas o en grupos de tres.

· Se recomienda que cada estudiante reciba una copia de la guía del estudiante y la trabaje en el grupo.

Introducción:

Esta actividad está dirigida a desarrollar los entendimientos necesarios en el uso del método de completar el cuadrado para resolver una ecuación cuadrática.  Esto es un paso previo para luego desarrollar o derivar la fórmula cuadrática.  Se considera como una extensión y generalización en el proceso de resolver una cuadrática cuando el método de factorización no sea evidente o posible a simple vista.
Se supone que el estudiante conoce y domina el método de factorización para resolver ecuaciones cuadráticas, el concepto de raíz cuadrada, elementos básicos para resolver algunos problemas verbales y la definición de valor absoluto.

Procedimiento:
El maestro debe dividir el grupo en parejas o en subgrupos de 3 ó 4 estudiantes y entregarle copia de la Guía del estudiante y los manipulativos, si los tiene disponible.

En la parte de inicio se presenta el problema del lanzamiento de un cohete y que al tratar de resolverlo surge una ecuación cuadrática que no se puede factorizar a simple vista.  La misma requiere usar el método de completar el cuadrado o fórmula cuadrática.

En la parte (a), la tabla es la siguiente:

	t (segs.)
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	h (pies)
	0
	104
	176
	216
	224
	200
	144
	56


Según la tabla, se observa que al ascender, el cohete llega a 180 pies sobre el suelo entre t = 2 y t = 3.  Al descender, está a 180 pies sobre el suelo entre t = 5 y t = 6.

Para hallar los valores exactos de de t, para los cuales h = 180 pies, se debe resolver la ecuación  
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, que es equivalente a  
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Esta ecuación no se puede resolver por factorización a simple vista.  Buscar formas de resolver ecuaciones de este tipo es la justificación del estudio de la lección.

La Parte I tiene el propósito de relacionar y repasar la representación del cuadrado de un binomio por medio de diagramas.  Esto debe ser un ejercicio bien intuitivo y el maestro debe aprovechar para asegurarse de que el estudiante entiende cómo representar y determinar el cuadrado de un binomio. 

Las respuestas del ejercicio # 1 son:  a) (3 + 1)2 = 32 + 2(3)(1) + 1  

b) (x + 1)2 = x2 + 2(1x) + 1,     c) (x + 3)2 = x2 + 2(3x) + 9
La respuesta del ejercicio # 2 es:  (x + 2)2 = x2 + 2(2x) + 4

Se debe destacar que al completar el cuadrado se obtiene una representación del cuadrado de un binomio.

En la Parte II, se inicia la discusión del método de completar el cuadrado para resolver una ecuación cuadrática, donde aparece en un lado una expresión al cuadrado y al otro lado un número.  Las ecuaciones del ejercicio # 1 son de esta forma.  Se espera que el estudiante pueda repetir los diagramas de la parte anterior.  En la parte c, el diagrama puede ser como el siguiente:
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Algunos enunciados lingüísticos que se pueden escribir en el ejercicio # 1 son:

a)  El área de un cuadrado es 9 unidades cuadradas.


    El cuadrado de un número es 9.

c)  El área de un cuadrado cuyo lado mide 3 cm menos que el ancho de un      

     rectángulo es 16 cm cuadrados.


    El cuadrado de la edad de José hace 3 años es 16 años.

d)  El cuadrado de la hipotenusa de un triángulo rectángulo mide 4 cm más que un 
     cateto, es 18 cm cuadrados.

     El cuadrado del tercero de tres números pares sucesivos es 18.
Para resolver las ecuaciones cuadráticas de esta parte, se sugiere que se repase el concepto de deshacer operaciones u operaciones inversas.  Se recomienda ilustrar con varios ejemplos que elevar al cuadrado y elevar a la un medio son operaciones inversas y que elevar a la un medio es lo mismo que hallar raíz cuadrada.
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Hallar raíz cuadrada en ambos lados
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  Definición de raíz cuadrada.
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Definición de valor absoluto


x = 3     ó     x = -3
     Significado de 
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compuesto x = 3 ó x = -3
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Es importante que el estudiante entienda que el 
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 surge de hallar valor absoluto.

Las soluciones al Ejercicio # 1 son:

1.
El proceso puede ser:  hallar raíz cuadrada en ambos lados; sumar o restar en ambos lados, si es necesario; simplificar el radical, si es necesario; escribir las raíces.

2.
Tener el cuadrado de un binomio en un lado y un número en el otro lado.


3.
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.  Existen múltiples respuestas.


4.
a)  b = 8  ó  b = -8

b)  h = 
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  ó  h = 
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c)  x = 6  ó  x = -4



d)  a =
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e)  
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f)  b = 3

g)  x = 9  ó x = -1
En los ejercicios f y g, el estudiante debe tratar de tener un binomio al cuadrado 
en un lado y un número en el otro.  Estos dos ejercicios son un anticipo para la próxima parte.  Vea el ejercicio g.
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5. Sí.  
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6. 
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b)  
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7. x – medida en cm del largo del rectángulo

3x-2 – medida en cm del lado del cuadrado

(3x – 2)2 = 49,

x = 3cm
En la Parte III, se retoma la representación del cuadrado de un binomio, que se inicio en la Parte I.  Debe ser claro, que la representación del cuadrado de un binomio es un cuadrado (preguntas a y b).  Se debe repasar como hallar el cuadrado de un binomio y que el resultado es un trinomio cuadrado perfecto, esto es, la relación entre las expresiones 
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 debe ser bien evidente.
Para que un trinomio sea un cuadrado perfecto debe tener las siguientes características:
· El primer y tercer término (asumiendo orden decreciente) deben ser cuadrados perfectos, esto es, tener raíces cuadradas exactas.

· El segundo término debe ser el doble de las raíces cuadradas del primer y tercer término.

La siguiente regla debe ser descubierta por los estudiantes a través de la consideración de ejemplos, como los que aparecen en las partes b y c de la página 5 de la Guía del estudiante.  

Para completar el cuadrado en una expresión de la forma 
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; es decir sumar el cuadrado de la mitad del coeficiente de x.
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En el número 3, parte b, las respuestas son:  1.  sí,     2.  sí,     3.  no,     4.  no,     5.  sí,    6.  sí.  
La respuesta del 3 (c) puede ser la siguiente:
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Las respuestas de la parte d son:  1.  9,     2.  36,     3.  10c,     4.  
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En la Parte IV, se desarrolla y aplica el método de completar el cuadrado para resolver ecuaciones cuadráticas.  De la parte anterior se espera que el estudiante pueda aplicar el método de completar el cuadrado para resolver las ecuaciones. 

Para resolver las ecuaciones de la parte 2, el estudiante debe usar la idea de que para completar el cuadrado debe tomar el coeficiente del término lineal, dividirlo entre 2 y elevarlo al cuadrado, siempre que el coeficiente del término cuadrático sea uno.  En las ecuaciones (e) y (f), debe dividir primero por el coeficiente del término cuadrático.  Por ejemplo:
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Las respuestas de la parte 3 son:  a.  -9 y -1,     b.  3 y -2,     c.  
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Las respuestas del ejercicio 4 son:  El error en la ecuación de la izquierda es que al sacar la 
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 = 
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.  En la otra el error es que debe sumar 4(9) en ambos lados.
Las respuestas de la parte 5 (problemas) son:
a)
x – un número 
3x  – el otro número 
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b)
x – medida de un cateto

x + 2 – medida del otro cateto
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En la parte V, se trabaja la culminación de la aplicación del método de completar el cuadrado al desarrollar la fórmula cuadrática.
El ejercicio # 2 se trabajó anteriormente; lo que constituye un repaso necesario para derivar la fórmula cuadrática.

El ejercicio # 3 pretende que el estudiante desarrolle la fórmula cuadrática.
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Para el ejercicio 3 4, es importante que se destaque que la ecuación debe estar en forma estándar (
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) e identificar los coeficientes.
La respuesta del ejercicio # 5 es 
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La respuesta del ejercicio # 6 es :
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, que es la fórmula para el eje de simetría.
Assesment de la lección
Durante el desarrollo de la actividad, el maestro observará cuidadosamente el trabajo realizado por los estudiantes para cotejar entendimiento, ofrecer las ayudas necesarias y clarificar o corregir as dudas y situaciones que puedan afectar el aprendizaje de las ideas, principios y procesos matemáticos.
A través de las diferentes partes de la actividad hay preguntas, ejercicios y problemas que sirven de indicadores para determinar que dificultades enfrentan los estudiantes.

Además, al final de la actividad aparecen ejercicios adicionales para medir el entendimiento global de la misma.

Se incluye una hoja de cotejo para que el estudiante se autoevalué.

Hoja de cotejo para la autoevaluación
	Criterios
	Completo
	Parcial
	No
	Observaciones / comentarios

	1. Uso del método de completar el cuadrado

	· Identifica polinomios que sean cuadrados perfectos
	
	
	
	

	· Resuelve ecuaciones de la forma:
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	· Usa correctamente el método para resolver ecuaciones cuadráticas.
	
	
	
	

	· Explica claramente las ideas y principios aplicados al método.
	
	
	
	

	· Demuestra completo entendimiento de las ideas y procesos incluidos.
	
	
	
	

	2. Uso de la fórmula cuadrática

	· Deriva la fórmula
	
	
	
	

	· Resuelve ecuaciones usando la fórmula
	
	
	
	

	· Ejecuta correctamente los cómputos relacionados al uso de la fórmula
	
	
	
	

	3. Solución de problemas

	· Usa representaciones para ayudarse a entender y comunicar el entendimiento de los mismos
	
	
	
	

	· Identifica la variable
	
	
	
	

	· Identifica los elementos desconocidos
	
	
	
	

	· Establece la ecuación
	
	
	
	

	· Resuelve la ecuación
	
	
	
	

	· Interpreta el resultado de acuerdo a las condiciones del problema
	
	
	
	

	· Contesta las preguntas usando las unidades apropiadas
	
	
	
	

	4. Otros aspectos
	
	
	
	

	· El estudiante participa activamente en las actividades de la lección
	
	
	
	

	· El estudiante usa correctamente el vocabulario y simbolismo matemático de la lección
	
	
	
	

	· Hay comunicación efectiva entre estudiantes y con el maestro.
	
	
	
	


Respuestas a los ejercicios de al Assessment de la lección

Esta parte debe ser asignada después que se haya terminado todas las partes anteriores.  Debe ser trabajada en pequeños subgrupos y discutida en plena clase.

1.
Las respuestas pueden variar. Asegúrese que se incluyen los elementos fundamentales cubiertos en la lección.

2.
Ambos métodos se pueden aplicar a cualquier ecuación cuadrática.  El método de completar el cuadrado requiere trabajar un poco más.
3)
a.  
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c.  
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4)
a.  
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c.  
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5)
El estudiante debe usar ambos métodos (completar cuadrado, fórmula cuadrática)

a.  
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6.
Este ejercicio tiene el propósito de preparar al estudiante para determinar las coordenadas del vértice de una parábola y su concavidad.  Está basado en la idea de completar el cuadrado, con algunos cambios.


x2 + 6x







x2 – 14x + 3


x2 + 6x + 9






x2 – 14x + 49 + 3 - 49


(x + 3)2







(x – 7)2 -46


a =1, h = -3, k = 0




a =1, h = 7, k = -46


x2 +6x – 4






3x2 +24x + 5


x2 +6x + 9 – 4 – 9




3(x2 + 8x) + 5


(x2 +6x + 9) – 13




3(x2 +8x + 16) + 5 – 3(16)


(x + 3)2 – 13





3(x + 4)2 – 43

a =1, h = -3, k = -13




a =3, h = -4, k = -43

7)
Ambos procesos son correctos.  Se debe enfatizar en el de José porque es el que se va a usar apara derivar la fórmula cuadrática y resulta más fácil.
8)
Si 
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9)
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10)
Si k > 0, tiene dos raíces reales.  Si k = 0, tiene una raíz real.

11)
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12 
Puede seleccionar algunos de los problemas para trabajar o asignar diferentes problemas a diferentes subgrupos.  Estimule el uso de diagramas para entender mejor el problema.
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a)
x – medida de un lado del cuadrado


x + 6 – medida del largo del rectángulo



x2 = 3(x + 6)  (  x = 6  ó  x = -3



El lado del cuadrado mide 6 pulgadas y el largo del rectángulo 12 pulgadas.


b)
h = -16t2 + 112t




160 = -16t2 + 112t




t2 – 7t + 10 = 0



El cohete se encuentra a 160 pies sobre el suelo en 


t = 5  ó  t = 2



t = 5 , t = 2.
c)  -16t2 + 64 t = 48





-16t2 + 64 t = 0


t2 -4t – 3 = 0






t2 -4t = 0
t = 3  ó  t = 1






t = 0,  t = 4
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d)
x – medida del lado de4l cuadrado


x – 6 – medida del ancho de la caja


V = largo x ancho x altura



48 = (x – 6)(x - 6)3



16 = (x – 6)2


x = 6  ó  x = -4



El pedazo de cartón mide 10 pulgadas por 10 pulgadas.
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e)
x – medida del lado del jardín



.5x2 + 4x = 120



x2 + 8x = 240



x = 12  ó  x= -20



El jardín mide 12 pies por cada lado.
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f)
x – medida del ancho uniforme  del marco 


(10 + 2x)(8 + 2x) 120

x = -9  ó  x = 1

El ancho del marco mide 1 pulgada.
g)
x – medida de cada ancho



120 – 2x - medida del largo
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Se rechaza 17.75, porque habría una dimensión mayor que el largo de la escuela.



Las dimensiones aproximadas son 42.25 pies y 35.5 pies.
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