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PR – Math and Science Partnership (PR-MSP)

Actividad Matemática – Nivel superior


Guía del maestro
I. Título:
Esto se pone complejo



Por: Javier Córdova Iturregui

II. Nivel:
10-12 Matemática Secundaria

III. Objetivo general: 
Discutir soluciones complejas para ecuaciones cuadráticas e introducir a los estudiantes al conjunto de números complejos
IV. Objetivos específicos:


Al finalizar la actividad el estudiante podrá:

1. Identificar ecuaciones cuadráticas con soluciones complejas

2. Conocer el conjunto de números complejos

3. Hallar soluciones complejas para ecuaciones cuadráticas sin soluciones reales

4. Realizar operaciones básicas con números complejos (actividad de extensión)
5. Simplificar expresiones con números complejos

6. Dar interpretación geométrica a los números complejos (actividad de extensión)

V. Estándares:


Estándar de contenido 2: Álgebra 

comprender patrones, relaciones y funciones


Estándar de contenido 3: Geometría 

analizar las propiedades y características de formas geométricas de dos dimensiones y desarrollar argumentos matemáticos sobre relaciones geométricas

VI. Trasfondo:

Los números complejos presentan una nueva abstracción en el estudio de las matemáticas. Típicamente se introducen como una forma de encontrar soluciones a ecuaciones cuadráticas que no tienen soluciones en el conjunto de números reales. Para definir el conjunto de números complejos partimos del “número imaginario” i, que forma la base de los números complejos. A este número se le llama número imaginario pues representa una de las soluciones de la ecuación    

i2 + 1 = 0. Una solución a esta ecuación es i =
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.  Gráficamente podemos ver que la ecuación no tiene soluciones en el plano cartesiano. La gráfica de la ecuación no tiene interceptos en x. En el eje de x están representados todos los números reales. Las soluciones de ecuaciones como ésta, por lo tanto, no pertenecen al conjunto de números reales. Los números complejos se definen de tal manera que se le da solución a todas las ecuaciones cuadráticas. Se define por tanto, un nuevo conjunto de números llamado el conjunto de números complejos. Es importante el estudio del conjunto de números complejos y del número imaginario i, pues a pesar del nombre, tiene muchísimas aplicaciones en la vida real. En cursos más avanzados de matemática, de física e ingeniería, entre otros, se estudian dichas aplicaciones. Los números complejos tienen mucha aplicación en ramas tan prácticas como la ingeniería eléctrica.
Se puede hacer una representación geométrica de los números complejos. Los números reales corresponden a los puntos de una recta numérica. Los números complejos corresponden a los puntos de un plano. Por ejemplo, el número complejo a + bi se representa en el plano como el par ordenado (a, b). Así, podemos hablar del eje real y del eje imaginario. 
VII. Conocimiento previo:

Antes de comenzar esta actividad, el maestro debe asegurarse que el estudiante tiene el siguiente conocimiento:
1. Resolver ecuaciones cuadráticas

2. Trazar la gráfica de una función cuadrática

3. Hallar radicales

4. Simplificar expresiones con radicales

VII. Procedimiento: 

La maestra dividirá el grupo en grupos pequeños. Trabajarán la actividad del estudiante.

Parte 1 


A. Halla las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadráticas:

a. x2 – 9 = 0

b. x2 + 2x + 1 = 0

c. x2 – 2x – 3 = 0

d. 6x2 +5x = 6

e. 2x2 – 6x + 3 = 0

f. x2 + 1 = 0

Cuando el maestro te lo indique, comparte con tus compañeros y compañeras tus resultados.

Esta parte A de la guía del estudiante es una actividad de exploración para verificar que el estudiante tiene el conocimiento previo necesario para la actividad. Los estudiantes tendrán que resolver ecuaciones cuadráticas y luego hacer las gráficas de las funciones cuadráticas correspondientes. Los estudiantes deben descubrir que las soluciones de las ecuaciones cuadráticas corresponden con los interceptos en el eje de x de las funciones. 

Entre las ecuaciones cuadráticas, la primera puede ser resuelta despejando para x. Otras pueden ser resueltas factorizando. La penúltima debe ser resuelta usando la fórmula cuadrática (o completando el cuadrado). La última no tiene soluciones reales.

Soluciones:

a. x = 3 ó x = -3

b. x = -1

c. x = 3, x = -1

d. x = 2/3, x = -3/2

e. x = 
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f. no tiene soluciones reales

B. ¿Usaste distintos métodos para resolver las ecuaciones?

Algunos estudiantes deberán usar factorización para resolver algunas de las ecuaciones. La e. debe ser resuelta usando la fórmula cuadrática o completando el cuadrado. La última no tiene soluciones reales, pero tal vez intenten resolverla usando la fórmula cuadrática.
C. ¿Qué métodos usaste en cada caso? Comparte con tus compañeros y compañeras.

D. ¿Notas diferencias entre las soluciones en cada ecuación?

Los estudiantes deben notar que algunas ecuaciones tienen 2 soluciones, otros tienen una y una no tiene soluciones reales.
E. Traza la gráfica de las siguientes funciones cuadráticas:

a. f(x) = x2 – 9

b. f(x) = x2 – 2x -3 = 0

c. f(x) = 6x2 + 5x – 6

d. f(x) = 2x2 – 6x + 3

e. f(x) = x2 + 1

Las ecuaciones de la sección A corresponden con las funciones de la sección B. 

F. ¿Qué relación hay entre las soluciones de las ecuaciones y las gráficas de las funciones? ¿Cómo te ayuda hallar las soluciones de las ecuaciones de la parte A para hacer la gráfica de las funciones de la parte B?

Los estudiantes deben descubrir que las soluciones que hallaron en la parte A son los interceptos en x de las funciones. Estos puntos nos ayudan a trazar la gráfica.
Parte 2.


Considera estas tres gráficas de funciones cuadráticas.
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A. ¿En qué se parecen? ¿En qué se diferencian?

Se podrán mencionar características tales como: todas son parábolas, todas “abren” hacia arriba, etc. Entre las diferencias pueden mencionar: cantidad de interceptos en x, una tiene valores negativos y las otras no, una tiene el punto mínimo en el eje de x, etc.

B. ¿Cuántos interceptos en x tiene cada función? 


 La forma general de una función cuadrática es f(x) = ax2 + bx + c, donde a ≠ 0. 

C. ¿Qué ecuación cuadrática tendríamos que resolver para hallar los interceptos en x de esta función?

Hay que resolver la ecuación ax2 + bx + c = 0
Considera la forma general que tiene una solución de una solución cuadrática (fórmula cuadrática).
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Nos interesa investigar qué determina que una ecuación tenga 0, 1 ó 2 soluciones reales. 

Aquí queremos que los estudiantes lleguen a la conclusión de que es el radicando en la fórmula cuadrática lo que determina cuántas soluciones reales tiene la ecuación. Para ello deberán llenar la tabla usando la fórmula cuadrática.

D. Completa la siguiente tabla usando la fórmula cuadrática:

	ecuación cuadrática
	soluciones según  fórmula cuadrática
	interceptos en x
	número de interceptos

	a. 2x2 + 3x – 3
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	b. -x2 -2x – 4
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	no tiene
	0

	c. 3x2 – 4x + 2
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	no tiene
	0

	d. 2x2 – 4x + 2
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	e. -3x2 – 5x + 1
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	f. 3x2 –x + 2
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	0

	g. 3x2 +12x + 12
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	(-2, 0)
	1


E. ¿Puedes decir ahora qué determina que una ecuación tenga 0, 1 ó 2 soluciones?

Parte 3.


A la parte de la fórmula cuadrática que forma el radicando le llamamos el 
discriminante. El discriminante es por tanto b2 – 4ac.


A. 
¿Qué sucede si b2 – 4ac > 0?
La ecuación tendrá 2 soluciones reales.


¿Qué sucede si b2 – 4ac = 0?  La ecuación tendrá una sola solución.
¿Qué sucede si b2 – 4ac < 0?
La ecuación no tendrá soluciones reales (la gráfica de la función no tiene interceptos en x.
Definimos el número i = 
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. Con esta definición, entonces podemos hallar soluciones de las ecuaciones cuadráticas aún cuando el discriminante sea negativo. En este caso, las soluciones se representan en términos del número i. 

Ejemplo: Hallar las soluciones de la ecuación cuadrática x2 + 1 = 0.

Despejando para x, tenemos que x2 = -1.

Sacando raíz cuadrada a ambos lados, tenemos que |x| = 
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Por lo tanto, las soluciones son  i y –i, es decir, (i. 

Podemos cotejar el resultado sustituyendo las soluciones en la ecuación original. Así, i2 = (
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)2 = -1. De la misma forma, (-i)2 = (-
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Podemos simplificar radicales con expresiones que representan números complejos:

B. Simplificar:

a. 
[image: image26.wmf]4

-

 = 
[image: image27.wmf])

1

(

4

-

. 
[image: image28.wmf]4

. 
[image: image29.wmf]1

-

= 2i

b. 
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c. 
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C. Halla las soluciones de la ecuación cuadrática x2 + 4 = 0

Despejando para x, tenemos que x2 = -4.

Sacando raíz cuadrada a ambos lados, tenemos que |x| = 
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 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]1
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Por lo tanto, las soluciones son  2i y –2i, es decir, (2i. El estudiante debe cotejar que estas soluciones satisfacen la ecuación original.


D. Halla las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadráticas:

a. x2 + 5x + 7 = 0

x = 
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b. 3x2 – 4x + 2 = 0

x = 
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c. -x2 -3x -3 = 0

x = 
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E. Halla:

a. i2 =
-1



b. i3 = (-1)(i) = -i

c. i4 = 1
d. i5 = 
i



e. i6 = 
-1


f. i10 = -1
g. i25 = i 



h. i50 =
 -1



[image: image47.wmf]
Parte 4.

El conjunto de números complejos, C, se define de la siguiente manera:

C = { a + bi | a,b ( R}

Un número complejo tiene la forma a + bi, donde a y b son reales. A la parte que corresponde a a se le llama la parte real y a la parte que corresponde a bi se le llama la parte imaginaria. 

A. ¿Qué sucede si b = 0?

Desaparece la parte imaginaria y por tanto el número es real.
B. ¿Serán los números reales también complejos?

Sí. Todos los reales son también complejos, lo que implica que el conjunto de números reales es un subconjunto del conjunto de los números complejos.
Avalúo

El proceso de avalúo, como de costumbre, debe ser uno continuo a través de toda la actividad. La maestra puede usar diversas estrategias para avaluar el proceso de enseñanza y aprendizaje. Para esta actividad se recomiendas estrategias tales como: método de inquirir, observación en clase del trabajo de los estudiantes, discusiones en grupo de las contestaciones que dan los estudiantes a las preguntas en la Guía del estudiante, ejercicios adicionales que puede dar la maestra como trabajo para la sala de clases o para la casa y análisis del trabajo de los estudiantes.

Se puede diseñar una rúbrica para diversas partes de la actividad. Por ejemplo, se puede diseñar una rúbrica para evaluar la forma en que un estudiante resuelve una ecuación cuadrática. Además, podemos diseñar una rúbrica para evaluar la gráfica que hace un estudiante de una ecuación cuadrática.

Extensión

 Operaciones con números complejos

1. suma

La suma de dos números complejos a + bi y c + di está dada por (a+c) + (b+d)i.

 Es decir, la parte real de la suma es la suma de las partes reales de los sumandos y la parte imaginaria del resultado es la suma de las partes imaginarias de los sumandos. La suma de estos números entonces es:
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A. Hallar:


a. (3 + 8i) + (4 + 9i) =
 7 + 17i
b. (7 – 8i) + (-4 +3i) =  3 – 5i
2. resta

Aplicamos la misma regla que con la suma. Entonces:
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B. Hallar:


a. (3 + 8i) - (4 + 9i) =
-1 - i




b. (7 – 8i) - (-4 +3i) =  11 – 11i
3. multiplicación

Para multiplicar dos números complejos (a + bi) (c + di), consideramos los números complejos como si fueran un binomio; cada término del primer número se multiplica por cada uno del segundo. Usamos por tanto la propiedad distributiva de la multiplicación respecto a  la suma. Por tanto:

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi2 = (ac – bd) + (ad + bc)i

C. Hallar:

a. (3 + 8i)(4 + 9i) =  84 + 62i


b. (7 – 8i)(-4 +3i) =  -4 + 53i
4. división

Consideramos que un número complejo está en su forma más simple si está escrito de la forma a + bi. Si aparece el número imaginario i en el denominador, entonces el número no está en su forma más simple. Visto de esta forma, la división de dos números complejos es parte del mismo proceso de simplificación. Para llevar a cabo este proceso definimos el conjugado de un número complejo. El conjugado de a + bi es a – bi y viceversa, el conjugado de a – bi es a + bi. 

Si tenemos una expresión que contiene un número complejo en el denominador, podemos eliminar la parte imaginaria del denominador multiplicándolo por su conjugado. Así por ejemplo,
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D. Dividir y simplificar:

a. 
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b. 
[image: image55.wmf]=

-

+

i

i

2

5

5

2

i
c. 
[image: image56.wmf]i

i

4

3

4

1

+

-

= 
[image: image57.wmf]i

i

25

16

25

13

25

16

13

-

-

=

-

-


d. 
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