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   Alianza para el Aprendizaje de las Ciencias y las Matemáticas
(AlACiMa) 
Actividad de Matemáticas
Guía del Capacitador

Título 
: Igualando sumas y productos

Autor

: Marcelino Hernández, Enlace de Matemáticas, Zona de Humacao
Tema

: Modelo Cuadrático y factorización
Nivel

: Grados 10 al 12
Objetivo general:

Resolver problemas aplicando el modelo cuadrático y la resolución de 
ecuaciones cuadráticas usando factorización.
Objetivos específicos: 

Luego de participar en el desarrollo de esta actividad el estudiante será 
capaz 
de:



1. Construir  polinomios cuadráticos con una variable usando losas 


    algebraicas.


2. Construir rectángulos para representar polinomios cuadráticos 


    factorizables, y usar dichos rectángulos para factorizar el 



    polinomio.


3. Aplicar la factorización para resolver ecuaciones cuadráticas.


4. Aplicar métodos algebraicos para factorizar polinomios:



a) que representen una diferencia de cuadrados.




b) que sean trinomios factorizables con coeficientes enteros.


5.  Resolver problemas de la vida diaria donde se necesita aplicar y 


     resolver ecuaciones cuadráticas por factorización.

Tiempo sugerido:  2 períodos de 50 minutos
Estándares atendidos:

Estándar de contenido 2:  ALGEBRA

	Contenido
	Estándar de ejecución

	El estudiante es capaz de:

Comprender patrones, relaciones, y funciones
	-Reconoce el significado de formas equivalentes de expresiones y ecuaciones.

	representar, analizar, y resolver  

situaciones y estructuras  matemáticas utilizando   símbolos algebraicos    
	Resuelve ecuaciones equivalentes usando lápiz y papel .

	usar modelos matemáticos para representar y entender relaciones cuantitativas.
	Utiliza expresiones simbólicas para representar relaciones que surgen de diferentes contextos.


Estándar de contenido 3:  GEOMETRIA

	Contenido
	Estándar de ejecución

	El estudiante es capaz de: 

resolver problemas utilizando la visualización, el razonamiento espacial, y modelos geométricos
	-Usa modelos geométricos para contestar preguntas dentro y fuera de las matemáticas y en el mundo del trabajo.


Estándar de proceso 1: SOLUCION DE PROBLEMAS

	Contenido
	Estándar de ejecución

	El estudiante es capaz de:

construir nuevos conocimientos matemáticos a través de la solución de problemas.
	Resuelve problemas aplicando diferentes estrategias.


Estándar de proceso 5:  REPRESENTACIONES

	Contenido
	Estándar de ejecución

	El estudiante es capaz de:

crear y usar representaciones para organizar, documentar, y comunicar ideas matemáticas.
	Analiza y construye patrones para simplificar las situaciones de la vida diaria


Materiales y equipo:


1. Papel cuadriculado

2. Manipulativos: losas cuadradas de largo x, losas rectagulares 1·x, y losas 
 

              cuadrados de una unidad  de largo.

3. Marcadores de tres colores diferentes.


4. Calculadora gráfica 
Preparación:

Para esta actividad los estudiantes trabajarán generalmente en parejas. Algunas veces  le pedirán que trabajen en forma individual y luego compartirán sus trabajos con la pareja o el grupo pequeño. Finalmente las parejas o grupos pequeños presentarán sus trabajos para discusión en el grupo grande o clase.

Introducción:

Los modelos matemáticos se usan para representar o generalizar situaciones de la realidad. Esta actividad trata parcialmente el modelo cuadrático.  Para facilitar la aplicación y manejo del modelo cuadrático es de mucha utilidad poder expresar dicho modelo en forma factorizada.  En  la mayoría de los casos serán considerados polinomios con coeficientes enteros. Cuando se reconoce en una ecuación cuadrática en forma estándar que el polinomio es factorizable se facilita el trabajo de encontrar sus soluciones. 
Avalúo o assessment

El avalúo es un proceso continuo en el desarrollo de la actividad. El participante demuestra su aprendizaje con las respuestas a las preguntas, con las preguntas que hace, por observación de su trabajo durante el desarrollo de la actividad, y mediante una rúbrica de cotejo. 


Procedimiento:
Parte I

Inicio


Para verificar los conocimientos previos y aclarar dudas se  pide a los estudiantes que contesten cada parte en forma individual, luego compartirán sus contestaciones con su pareja o en su grupo pequeño. El capacitador pedirá que algunos grupos presenten sus contestaciones a la clase para aclarar dudas. 

Entregue la parte I de la Guía del Estudiante.
1.
¿Qué es la fuerza de gravedad?
Es la fuerza de atracción de La Tierra sobre los cuerpos u objetos en su exterior?
2.
¿Es la velocidad de un objeto que cae libremente uniforme en todo su


  trayecto? Explica.
No, porque la fuerza de gravedad produce un cambio en la velocidad del objeto en cada instante de su movimiento.
3.
¿Qué efecto tiene la fuerza de gravedad sobre un objeto que cae libremente


  hacia el suelo?
Le imprime una aceleración o un cambio en la velocidad. 
4.
¿Cuánto es el cambio en la velocidad que la fuerza de gravedad le imparte a 
un cuerpo que cae libremente?
32 pies/seg2  o  9.8 metros/seg2 .

5. 
Desde el techo de un edificio de más de 400 pies de alto se deja caer 
libremente una roca hacia el suelo,  estime la distancia recorrida por la roca 
en el instante  de haber transcurrido: 


a) El primer segundo del tiempo.
Contestación:  Aplicando el concepto de aceleración gravitacional una estimación se  puede hacer suponiendo la velocidad promedio en intervalo de 0 segundo a un segundo como la mitad de la velocidad inicial más la velocidad final. Se estima la distancia recorrida en el primer segundo como  d1 = [(v0 +v1)/2](1) = (0+32)/2=16 pies. Los estudiantes pueden hacer otras estimaciónes. 


b) Los primeros dos segundos del tiempo.
Usando el procedimiento de la parte a)     d2 = (32 +64)/2 + d1 = 48 + 16 = 64 pies. Los estudiantes pueden hacer otras estimaciones.


c)  Los primeros tres segundos del tiempo.

d3 = (64 + 96)/2 + d2 = 80 + 64 = 144 pies. Los estudiantes pueden hacer otras estimaciones.


d) Los primeros cuatro segundos del tiempo.
d4 = ( 96 + 128)/2 + 144 =  112 + 144 = 256 pies. Los estudiantes pueden hacer otras estimaciones.
6. 
Escribe los datos encontrados en el ejercicio 5 de la forma (t, d), donde t es 
el tiempo en 
segundos y d es la distancia recorrida en pies:

_________________________________ , y  representa su gráfica en un 
sistema de coordenadas rectangulares.
_____________________________________________________________
Contestación: (0, 0), (1, 16), (2, 64), (3, 144), (4, 256)
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Contestación:
Gráfica de los datos 
____________________________________________________________ 


a) ¿Cuál de los modelos, el lineal o el cuadrático, es el que mejor se 


     ajusta a estos datos? (Puedes hacer los cómputos manualmente o


     hacer uso de la calculadora gráfica). Justifica tu contestación.
Contestación:
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Modelo Lineal

d = 64t - 32
R2 = 0.9195
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Modelo Cuadrático        
d = 16t2
R2 = 1
De las  gráfica anteriores  vemos que el modelo cuadrático es el mejor que se ajusta a los puntos que estimamos porque los puntos están en la gráfica o bien próximos a ella.________________________________________________
7.
Determine la altura del edificio si la roca tarda 7 segundos en llegar al 
suelo.  Explica.

La altura del edificio es  la distancia recorrida por la piedra en los primeros 7 segundos, esto es  16(7)2= 784 pies. Aplicando el modelo cuadrático que es el que mejor se ajusta a los datos.   


Parte II
Desarrollo
Sección II-A
El propósito de esta sección es lograr que se descubra cómo factorizar una diferencia de cuadrados considerando la diferencia de regiones cuadradas.
Entregue la parte II, Sección II-A, de la Guía del Estudiante.
1. 
Usando el modelo que mejor se ajusta a los datos en la parte I-6 escribe la 
ecuación que te permite determinar el tiempo que tarda la roca en caer una 
distancia de 576 pies e indica las restricciones que tiene la variable.
Necesita resolver la ecuación  cuadrática 576 = 16t2, donde t ≥ 0
a)  Resuelve la ecuación usando las propiedades del cero como factor.

Para resolver una ecuación cuadrática por factorización se escribe en forma estándar y luego se escribe el polinomio como una multiplicación para luego aplicar las propiedades del cero como factor y dar las soluciones. 
La forma estándar es  16t2 – 576 = 0 
Para escribir  16t2 – 576 como un producto construya un cuadrado con área igual 16t2 pc y otro cuadrado más pequeño con área de 576 pc, (vea la  figura que sigue)
                                    4t    

	   24
	   

	
	     A



4t-24

               24 24                             





4t-24          
La parte sombreada representa el polinomio  16t2 – 576. Recortando la región A del angular, rotando 90°, y pegándola a la otra parte se forma el rectángulo que sigue:


               4t                     +24

	    
	
	  A


          4t-24

 El área de este rectángulo, (4t+24)(4t-24),  es equivalente al área de la región 16t2-576.

La ecuación  16t2-576 = 0 es equivalente a la ecuación  (4t+24)(4t-24) = 0.

Aplicando las propiedades del cero como factor se tiene que t = 6 ó t = -6.

Como el valor de t no puede ser negativo entonces la única posible solución es 6.

Por lo tanto, la roca tarda 6 segundos en caer una distancia de 576 pies.

2.
¿Cuál es la diferencia entre las expresiones: 16t2-576 y  (4t+24)(4t-24)?
La primera es la suma algebraica  16t2+(-576) y la segunda es una multiplicación
3.
¿Qué nombre se da al proceso de cambiar sumas a multiplicaciones?
Factorizar

4.
Usando el procedimiento presentado factoriza  x2 – a2 .

Contestación:             

                                       x   



           x

  a
	   
	   

	
	     A

	    
	
	  A



 x – a      x - a
                a a                             

(x-a)(x+a)
5.
Describe verbalmente el proceso para factorizar diferencias de cuadrados.
La diferencia de los cuadrados de dos números es la suma de los números multiplicado por su diferencia.

6.
Factoriza los siguientes polinomios y verifica tu contestación:

a)   y2 – 9

b)  w2 - 1 

c)  v2 – 1/4 

Contestaciones: a) (y+3)(y-3),  b)  (w-1)(w+1),   c)  (v-1/2)(v+1/2). Se espera que la verificación se haga multiplicando.
Sección II-B 

El propósito de esta sección es que el estudiante descubra la factorización de trinomios cuadráticos con coeficientes enteros que sean factorizables usando las losas algebraicas, y su aplicación en la solución de algunas ecuaciones cuadráticas.
Entregar Parte II, Sección II-B, de la Guía del Estudiante.
1.
Escribe la forma general para el polinomio cuadrático con una variable.
Contestación:  A(      )2     +   B(      )  +   C ,  donde A ╪ 0.  La costumbre  es usar una letra como variable en vez de         , por ejemplo  Ax2 + Bx + C,  At2 + Bt + C,  etc.
2.
Considera losas algebraicas de la forma que siguen:

 [Manipulativos Entregados]
                                      
x

   1              1             

                                                                          1     1
                                                                             1   

                            x                               x            

a).
Usas las losas algebraicas y encuentra el término constante que falta 


para completar un trinomio cuadrático  2x2 + 7x + [---]  que sea 



factorizable. 


b) 
¿Cuántos trinomios cuadráticos factorizables puedes completar?


c)
 Escribes cinco trinomios cuadráticos factorizables si los primeros 

 
    
términos son:  2x2 , y  7x.

d) 
Completa la tabla para los polinomio factorizable de la parte c)

	Polinomio
	A: Primer

coeficiente
	B: Segundo

coeficiente
	C: Tercer

coeficiente
	B1: Losas x

verticales
	B2: Losas x

horizontales
	AC

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	



e)  Establece una relación entre las columnas  B, B1, y B2.
B = B1 + B2


f)  Establece una relación entre las columnas AC, B1, y B2.
AC = (B1)(B2)


g) ¿Qué condiciones debe cumplir un trinomio cuadrático con coeficientes 


     enteros para que sea factorizable?

Que el segundo coeficiente sea la suma de dos factores cuyo producto es la multiplicación del primer y el tercer coeficiente del polinomio
3. 
¿Es factorizable el polinomio:    x2 + x + 1   usando coeficientes enteros?

Explica tu contestación.
A = 1, B = 1, y C = 1 : No hay factores enteros de AC cuyo producto sea 1 que sumen B = 1, por lo tanto  x2 + x + 1  no es factorizable con coeficientes enteros.
4.
¿Cómo determinas los factores de un trinomio cuadrático factorizable?

Contestación: 
Suponer que el trinomio Ax2 + Bx  + C,  A ╪ 0, es factorizable.  Desagrupa el término
Bx  como la suma algebraica   B1x + B2x  donde   B1 + B2 = B   y   B1· B2 = AC, resultando que  


Ax2 + Bx  + C = Ax2 + (B1x + B2x) + AC




=  (Ax2 + B1x) + (B2x + AC)




=  (Ax2 + B1x) + (B2x + AC)



=  (K1x)(A1x + C1) + K2(A1x + C1)




=  (K1x  +  K2 ) (A1x  +  C1)
Ejemplo: 
Determine si el trinomio cuadrático  10x2 + 11x – 6 es factorizable y si 


lo es encuentre los factores.


Dos factores de -60 que suman  11  son  15 y -4 por lo cual es factorizable. 
Ahora: 


10x2 + 11x  - 6 = 10x2 + (15x - 4x) - 6




  
   =  (10x2 + 15x) + ( - 4x – 6)




 
   =  5x(2x + 3) + (-2)(2x + 3)




   =  (5x – 2)(2x + 3)
Nota: Cuando el estudiante domine este proceso se dará cuenta que puede hacerlo en forma abreviada tomando uno de los términos  15x ó -4x,  y agrupándolo con uno de los términos  10x2  ó  -6 para hacer una factorización parcial. Esto es, si escogemos  15x y -6, formamos  15x-6 = 3(5x-2), esta factorización parcial contiene un factor del trinomio y un término del otro factor, (__ + 3)(5x-2). Para completar la factorización es fácil ver que el término 2x completa la factorización.
Generalmente el estudiante toma el término cuadrático, en este caso 10x2, y, digamos 15x, formando   10x2 + 15x = 5x(2x+3) y luego completa la factorización
10x2 + 11x  - 6 = (2x + 3)(5x + ___)  =  (2x + 3)(5x + (-2)) =  (2x + 3)(5x - 2) . 
5.
Factoriza los siguientes polinomios o indica que no es factorizable con 
coeficientes enteros. 


a)  10x2 –x -2

b)  4x2 -12x +9

c)  6x2 + 11x + 3


d)  x2 + 8x + 16
Contestaciones: a) (5x+2)(2x-1), b) (2x-3)(2x-3), c) (2x+3)(3x+1). d) (x+4)(x+4)
6.
Resuelve las siguientes ecuaciones cuadráticas por factorización. 

a)   10x2 –x = 2

b)  4x2 -12x +9 = 0

c)  6x2 + 12x + 5 = x + 2

d)  2x2 + 8x + 11 = x2 – 5
Contestaciones: a) {-2/5, ½},  b) { 3/2},  c)  {-3/2, -1/3},  d)  {-4} 
Rúbrica para el cotejo de la resolución de los ejercicios 5 y 6
	Criterios
	NIVEL 4

Respuesta Completa
Resuelve todos los ejercicios corecta- mente y demuestra completo entendi- miento de los conceptos matemá-  ticos presentados.
	NIVEL 3

Respuesta Competente

Resuelve correcta- mente 3 de 4 ejerci- cios y demuestra entendimiento sustancial de los conceptos matemá- ticos presentados.
	NIVEL 2

Necesita Mejorar

Resuelve correc-tamente 2 de 4 ejercicios  demos- trando  algún entendimiento de los conceptos matemáticos. 
	NIVEL 1

Respuesta no Aceptable

Resuelve correctamente 1 de 4  ejercicios y demuestra  enten- dimiento  pobre de los conceptos matemáticos.
	Nivel 0
No hay Respuesta

No hizo intento de resolver los problemas o no resolvió correctamente ninguno de los problemas.

	Conceptos Matemáticos en el Ejercicio  #5
	
	
	
	
	

	Conceptos Matemáticos en el Ejercicio  #6
	
	
	
	
	


Parte III

Cierre  (Aplicaciones)
Resuelve los siguientes ejercicios
1.
José quiere construir un cuarto rectangular para guardar sus herramientas y 
equipo de jardinería. Pero antes, tiene que derrumbar una pared de 10 pies 
de largo cuya base coincide exactamente con la diagonal del piso. El desea 
que el largo del piso sea 2 pies más que el ancho. ¿Cuáles son las medidas de 
las dimensiones del piso para el cuarto?
Contestación: El diagrama ilustra las dimensiones del piso.

                                                                W + 2                               
                                             W                 10'

Como estrategia para contestar la pregunta se resuelve la ecuación:

W2 + (W + 2)2 = 102,    Aplicando Teorema de Pitágoras


2W2  + 4W – 96 = 0,    Ecuación en la forma estándar


(2)[W2 + 2W – 48] = 0, Factor Común


(2)[W + 8][W – 6] = 0,  Factorización completa


Soluciones de la ecuación:  -8, y  6.


Se descarta el valor -8 porque la medida del ancho no puede ser negativa.

Considerando un ancho de 6 pies, el largo será de 8 pies, y la diagonal tiene 


que medir 10 pies lo que satisface las condiciones del problema, así que las 
dimensiones del cuarto son 8 pies de largo por 6 pies de ancho.
2. 
En un manual de reglas para el conductor aparece la siguiente fórmula para la 
distancia que recorre un auto cuando se aplican los frenos:  d = 0.05s2 + s, 
donde s es la rapidez que lleva el auto en mph y d la distancia en pies que 
recorre antes de detenerse. En un lugar de la carretera hay un rótulo que 
indica como velocidad máxima 35 mph y ocurre un accidente. Un oficial de la 
policía midió la marca de las llantas al frenar dejada en la carretera por el 
auto causante del accidente y determinó una distancia de 175 pies.  Estima la 
rapidez del auto causante del accidente. Escribe el procedimiento para llegar 
a tu contestación.
Contestación:


Sustituyendo  d por  175 pies en la ecuación  d = 0.05s2 + s  resulta la 
ecuación    175 = 0.05s2 + s , cuya representación en forma estándar es                
0.05s2 + s – 175 = 0  ó equivalente a  s2 +20s – 3500 = 0. Factorizando:

(s + 70)(s -50) = 0, resultando que s = -70 mph ó s = 50 mph.

 Se descarta el valor de -70 mph porque la rapidez no puede ser negativa. 
Aplicando la 
fórmula cuando s = 50 mph encontramos que la distancia 
recorrida cuando se aplican los frenos es 0.05(50)2 + 50 = 175 pies, lo 
cual 
satisface las condiciones del problema. Por el procedimiento anterior             

          
podemos decir que el auto que causó el accidente viajaba aproximadamente a

50 mph. 
3.  
Desde el suelo una bola es lanzada verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 100 pies por segundo. La tabla ilustra algunas altura h, en 
pies, de la bola luego de transcurrido el instante de tiempo t, en segundos. 

	t: Tiempo, (seg)
	0
	1
	3
	5

	h: Altura, (pies)
	0
	84
	156
	100



a)  ¿Cuál de los modelos: lineal o cuadrático, es el que mejor se ajusta a los 


     datos?
Contestación: 
Pueden hacer uso de la calculadora gráfica o algún programa de computadora.
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De las gráficas anteriores podemos ver que el modelo que mejor se ajusta es el

modelo cuadrático y en particular el modelo  d = -16t2 + 100t.


b)  ¿Cuánto tiempo tarda la bola en regresar e impactar el suelo?

Contestación:  Aplicando el modelo cuadrático ajustado se resuelve la ecuación 


0 = -16t2 + 100t = (-t)(16t - 100) ===> t =0 ó t= 100/16 = 6.25 seg.
Por lo tanto, t = 0 seg. es el instante que se lanza la bola y t = 6.25 seg. es el instante que impacta al suelo.


Rúbrica para el cotejo de la resolución de los problemas de la Parte III
	Criterios
	NIVEL 4
La resolución demuestra completo entendimiento

de los conceptos matemáticos presentados y discutidos en la actividad.


	NIVEL 3
La resolución demuestra entendi- miento sustancial de los conceptos mate- máticos presentados y discutidos en la actividad.
	NIVEL 2
La resolución demuestra algún entendimiento de los conceptos matemáticos presentados y discutidos en la actividad. 
	NIVEL 1
La resolución demuestra un entendimiento muy limitado de los conceptos mate- máticos presen-tados y discutidos en la actividad. 

	Conceptos Matemáticos en el Problema #1
	
	
	
	

	Conceptos Matemáticos en el Problema #2
	
	
	
	

	Conceptos Matemáticos en el Problema #3
	
	
	
	


Actividad preparada por Marcelino Hernández para el Proyecto AlACiMa en marzo de 2007.

Modelo Matemático – es un esquema, una ecuación, un diagrama o una teoría que representa matemáticamente una situación de la realidad, como pueden ser fenómenos físicos, químicos, biológicos, económicos, etc.
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