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PR – Math and Science Partnership (PR-MSP)

Actividad Matemática – Nivel superior


¿Qué son las cuadráticas?
por: Prof. Anneliesse Sánchez

Guía de la maestra
I. Nivel:
10-12 Matemática Secundaria

II. Objetivos:

Al finalizar la actividad, se espera que los estudiantes:

· identifiquen gráficamente distintos tipos de crecimiento

· asocien gráficas de crecimiento con situaciones de la vida diaria

· entiendan la relación que existe entre sucesiones y gráficas y que puedan construir una a partir de la otra

· analicen distintos tipos de sucesiones  y las clasifiquen como: lineales (aritméticas), cuadráticas, cúbicas y otras

· hallen la ecuación general de una función cuadrática a partir de pares ordenados de la gráfica de la función

· reconozcan movimientos parabólicos en objetos de la vida real
III. Descripción:

Esta actividad pretende iniciar el estudio de las funciones cuadráticas estableciendo diferencias entre éstas y otras funciones. Consta de 4 partes. En la primera parte se exploran diversas gráficas con distinto tipo de crecimiento. En la segunda parte se analizan distintos tipos de sucesiones de acuerdo a la forma de crecimiento que presenten. Además se enlazan los distintos tipos de gráficas con los distintos tipos de sucesiones. En la tercera parte se trabaja más de lleno con las funciones cuadráticas con el propósito de hallar los coeficientes de una función cuadrática en forma general partiendo de unos valores específicos de la función. Finalmente, en la cuarta parte, se realiza un experimento en el que se recogen datos reales de una función cuadrática donde tendrán que aplicar el proceso desarrollado en la parte 3 y comparen la gráfica de la parábola construida a partir de los datos recogidos con la gráfica de la función desarrollada.

IV. Estándares:

Estándares de contenido:

#2 – Algebra

El estudiante es capaz de: 

- comprender patrones, relaciones, y funciones

- analizar cambios en contextos diferentes

V. Trasfondo:

Cuando se lanza un proyectil al aire, el movimiento que surge si tiene paso libre por el aire, es parabólico. Existen muchos contextos en el que se presentan estos movimientos parabólicos en nuestro diario vivir. En esta actividad se presentarán algunos, y se compararán con otros movimientos tanto de crecimiento como de decrecimiento, que no son parabólicos.  La idea es que el estudiante vea que la forma en la que cambian las cosas no siempre es igual: algunas cambian a un ritmo constante, otras cambian a ritmos variables, y de forma más rápida o menos rápida.
VI. Conocimiento previo:

Antes de comenzar esta actividad, la maestra debe asegurarse que el estudiante tiene el siguiente conocimiento:
1. saber graficar pares ordenados en el plano cartesiano
2. evaluación de funciones

3. conocer la forma general de una función lineal
VII. Procedimiento: 

Introducción:

En la siguiente actividad trabajarás con distintas gráficas y modelos matemáticos que describen cómo cambian diversas cosas de la vida real. Anteriormente has estudiado uno de estos modelos: el lineal. Ahora tendrás la oportunidad de conocer otros modelos y trabajar más a fondo con uno de ellos: el cuadrático.

Parte 1. actividad de exploración
Observa las siguientes gráficas. Algunas representan la trayectoria de algún objeto por el aire. Otras representan el cambio de alguna cantidad a través del tiempo. Lee las situaciones que se acompañan. Trata de parear las situaciones con las gráficas que describen su trayectoria.

1. Chorro de agua de una fuente.
2. Chorro de un desagüe que sale de una pared

3. Un niño lanza una pelota al aire y al bajar se queda en el techo de una casa.

4. Un niño lanza una pelota al aire que nadie atrapa y cae al piso.

5. Un avión despegando.

6. Un avión aterrizando.

7. El volumen de agua en una bañera con el grifo abierto.

8. Tu dinero en una alcancía si todas las semanas depositas la misma cantidad de dinero.

9. Tu dinero en el banco si todas las semanas depositas la misma cantidad pero dejas los intereses para que se acumulen.

	A
	B
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	C
	D
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	E
	F
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Explica en cada caso, por qué crees que la gráfica representa la situación que escogiste. Puedes escoger una gráfica para dos situaciones y viceversa.
A:

B:

C:

D:

E:

F:

G:

Cuando la maestra lo indique, discute con tus compañeros tus respuestas. 
Algunas gráficas pueden parearse con distintas situaciones y viceversa. Lo importante es que el estudiante justifique bien su respuesta. No todas las respuestas son aceptables. Ejemplo: el agua de un desagüe de la pared no va inicialmente hacia arriba, ni va en forma creciente. Sin embargo, para el chorro de una fuente, puede escogerse tanto la C, como la D, como la E.

La maestra debe propiciar una discusión amplia sobre estas situaciones.
Parte 2: Desarrollo y análisis de sucesiones
A manera de demostración, la maestra tomará una gráfica, y rotulará los ejes horizontales y verticales. Luego extraerá de ella, pares ordenados de manera que se tomen valores de la variable del eje horizontal de unidad en unidad.
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Hará preguntas tales como:

¿Qué valor tiene la función cuando la variable del eje horizontal es 1? _____
¿Qué valor tiene la función cuando la variable del eje horizontal es 2? _____
¿Es la gráfica anterior, la gráfica de una función lineal? _________

Explica por qué sí o porqué no. 

La respuesta es no, porque no representa una línea.  También podría señalarse que en una línea los incrementos son constantes, cosa que no sucede en este caso.

Suponga que esta gráfica representa los ingresos de una compañía por las primeras 4 semanas. 

¿Cuál es el ingreso de la compañía en la primera semana?

¿Cuál es el ingreso de la compañía en la tercera semana?

Completa la siguiente tabla indicando el ingreso de la compañía semana tras semana.

	semana
	Ingreso

	1
	

	2
	

	3
	

	4
	


Escribe los pares ordenados que se obtienen de la tabla.
( __ , __ ), ( __ , __ ), ( __ , __ ), ( __ , __ ) 

(1,4), (2,7), (3,12), (4,19) 

Escribe una sucesión de los ingresos por las primeras 4 semanas.

{__, __, __, __}

{4, 7, 12, 19}
Has visto tres formas de representar los ingresos de la compañía:

- a través de una gráfica

- por medio de pares ordenados

- por medio de una tabla de valores

- por medio de una sucesión

De cualquier gráfica podemos obtener una sucesión de valores. Los valores serán los de la función por cada unidad de la variable del eje horizontal. 
Los pares ordenados y la tabla de valores, pueden ser cualquiera que se obtenga de la gráfica.

La maestra entregará la siguiente gráfica, con las instrucciones de que rotulen los ejes como deseen y obtengan una sucesión de valores. 
Gráfica 1:
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Sucesión:

{__, __, __, __, __, __, __, __, …}

Algunas posibles respuestas son:

{5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, …} posiblemente la más común
{2.5, 4, 5.5, 7, 8.5, 10, 11.5, 13, …} en caso de que rotule el eje vertical de ½ en ½ .

La maestra revisará que los estudiantes rotulen correctamente los ejes,  usando la hoja de auto cotejo para ello (hoja d​​​e auto cotejo #1). De acuerdo con los resultados obtenidos en las hojas de auto cotejo, la maestra aclarará dudas que tengan los estudiantes.

Luego de discutir los resultados, la maestra dará las siguientes 3 gráficas para que hagan lo mismo. 

Gráfica 2:
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Sucesión:

{__, __, __, __, …}

{2, 5, 10, 17, …}
Gráfica 3:
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Sucesión:

{__, __, __, __, …}

{3, 10, 29, …}

Gráfica 4:
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Sucesión:

{__, __, __, __, __, __, …}

{1, 3, 7, 15, 31, …}

Análisis de sucesiones
Observa las gráficas 1 a 4. ¿Cuál de ellas crees que crece más rápidamente?

Explica tu contestación:

____________________________________________________________

____________________________________________________________

Discute con tus compañeros cómo determinar qué gráfica muestra un crecimiento mayor.

La maestra debe estar atenta a la discusión de los estudiantes. Puede que algunos hayan dado valores distintos en el eje vertical, y por tanto no sea justa la comparación. Para poder comparar dos gráficas en términos de cual tiene un crecimiento mayor, se debe considerar las sucesiones de unidad en unidad con la misma escala en el eje vertical.

Escribe nuevamente las 4 sucesiones que obtuviste de las gráficas 1 a 4. 

¿Qué observas en cuanto al crecimiento de las sucesiones? ¿Cuál crece más rápidamente? ¿Cuál lo hace más lentamente?

{5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, …}

{2, 5, 10, 17, …}

{3, 10, 29, …}

{1, 3, 7, 15, 31, …}

¿Qué cosas debes considerar al comparar el crecimiento de las sucesiones?

La maestra debe dirigir la discusión de manera que se evalúe el crecimiento de las sucesiones en términos de los incrementos. Se debe tratar de que los estudiantes observen que no todas tienen incrementos iguales. La primera tiene incrementos constantes, pero las demás no. No importa realmente en qué valor comience la sucesión. Lo realmente importante son los incrementos. La última de las sucesiones resulta particularmente interesante porque aunque comienza a aumentar no muy rápidamente, luego termina creciendo mucho más rápidamente.
¿Qué puedes decir de los incrementos de la primera sucesión?

Que son los mismos siempre.

¿Qué puedes decir de los incrementos de la segunda sucesión?

No son iguales. Van aumentando.

Muestra en la siguiente tabla, los incrementos de la primera y segunda sucesión:

	Primera
	incrementos
	
	segunda
	incrementos

	5
	
	
	2
	

	8
	3
	
	5
	3

	11
	3
	
	10
	5

	14
	3
	
	17
	7

	17
	3
	
	
	


¿Qué puedes añadir sobre los incrementos de la segunda función? ¿Cómo son los incrementos?
Los incrementos van aumentando de dos en dos.

Veamos ahora la tercera sucesión; ¿qué puedes decir de los incrementos de ésta? ¿Se comporta de la misma manera que los incrementos de la segunda sucesión?

Los incrementos de la tercera aumentan, pero no de dos en dos. Aumentan cada vez más.

Muestra en la siguiente tabla, los incrementos de la segunda  y tercera sucesión:

	Segunda
	Increm
	Incrementos
de los 

incrementos
	
	Tercera
	Increm
	Incrementos

de los 

incrementos
	Increm de 
los increm de los incrementos

	2
	
	
	
	3
	
	
	

	5
	3
	
	
	10
	7
	
	

	10
	5
	2
	
	29
	19
	12
	

	17
	7
	2
	
	66
	37
	18
	6

	
	
	
	
	127
	61
	24
	6


¿Qué puedes añadir sobre los incrementos de la tercera función? ¿Cómo son los incrementos?

¿Qué puedes decir de la cuarta sucesión?

Analiza el comportamiento de ésta, buscando los incrementos, luego los incrementos de los incrementos, luego los incrementos de los incrementos de los incrementos, y así sucesivamente. 

¿En algún momento se hacen constantes? ¿Cuándo ocurre esto?

	Cuarta
	Incrementos
	Incrementos

de los 

incrementos
	Incrementos de 

los incrementos de los incrementos

	1
	
	
	

	3
	2
	
	

	7
	4
	2
	

	15
	8
	4
	2

	31
	16
	8
	4


Nunca.  Los incrementos siguen variables y con los mismos incrementos en cada paso.
Parte 3: Desarrollo de ecuación cuadrática
La primera sucesión que analizamos se conoce como una sucesión aritmética. En las sucesiones aritméticas, los incrementos son constantes. También se le conoce como una sucesión lineal, porque al graficarla, queda una línea recta. La pendiente es siempre la misma porque tiene incrementos constantes.

La segunda sucesión que analizamos se conoce como una sucesión cuadrática, pues sus valores provienen de una función cuadrática. Si la graficamos obtenemos una parábola, que es la gráfica de las funciones cuadráticas. Sus incrementos no son constantes como en la lineal. Por eso no tiene una pendiente asociada a la curva, porque no es recta. Crece de forma distinta. 

¿Crece más rápidamente, o más lentamente que una lineal?

Discute con tus compañeros la comparación entre estos dos modelos matemáticos. 

La tercera sucesión se conoce como una sucesión cúbica y la cuarta como una sucesión exponencial. En otras actividades estudiaremos más sobre estos otros dos modelos. 

Ahora nos concentraremos en el modelo cuadrático.

Lo que haremos ahora, es desarrollar la ecuación de una función partiendo de su gráfica. De la gráfica, podemos leer algunos pares ordenados, como hicimos anteriormente. 

Debemos recordar que la función cuadrática tiene la forma:

f(x) = ax2 + bx + c

Usaremos la gráfica 2. Ya anteriormente habíamos hallado algunos pares ordenados de la gráfica. Algunos de estos eran:

(1,2), (2,5), (3,10)

Resulta conveniente usar el intercepto en y. ¿Sabes por qué? ¿Qué valor tiene la función en el intercepto en y? ¿Qué valor debe tener x, en el intercepto en y?

¿Cuál es el intercepto en y?

(0,1)

Esto significa que f(0) = 1, por lo que tenemos que a(0)2 + b(0) + c = 1

Con esto ya sabemos que c = 1.

Ahora sabemos que la función es de la forma f(x) = ax2 + bx + 1

Usando ahora otros dos pares ordenados, tenemos que:
f(1) = a(1)2 + b(1) + 1 = 2
a + b + 1 = 2

a + b = 2 – 1 = 1

a + b = 1

f(2) = a(2)2 + b(2) + 1 = 5

4a + 2b + 1 = 5

4a + 2b = 5 – 1 

4a + 2b = 4

Tenemos entonces un sistema de dos ecuaciones lineales:

a + b = 1

esto implica que 2a + 2b = 2

4a + 2b = 4

eso implica que 2a = 2

Por lo que a = 1

Como a + b = 1

b = 0

La función es:

f(x) = x2 + 1

Halla la función de la siguiente gráfica:
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Halla tres pares ordenados de la función.

¿Cuál es el intercepto en y?

¿Qué valor asume la función cuando x = 1?

¿Qué valor asume la función cuando x = 2?

Tres pares ordenados posibles son: (0,-1), (1,4), (2,13)

(0,-1) es el intercepto en y.

y = 4 cuando x = 1

y = 13 cuando x = 2

Usa el procedimiento descrito anteriormente para hallar los valores de a, b y c de la forma general de la función cuadrática f(x) = ax2 + bx + c

¿Cuánto es c?

f(0) = a(0)2 + b(0) + c = 0 + c = -1

Por lo tanto c = -1

Escribe la función, usando el valor ya conocido de c.

f(x) = ax2 + bx – 1 

Evalúa la función en x = 1 y x = 2. ¿Qué obtienes?

f(1) = a(1)2 + b(1) – 1 = a + b – 1 = 4

a + b = 4 + 1

a + b = 5

f(2) = a(2)2 + b(2) – 1 = 4a + 2b – 1 = 13

4a + 2b = 13 + 1

4a + 2b = 14

¿Cuál es el sistema de ecuaciones que surge al evaluar la función en x = 1 y en x = 2?

El sistema de ecuaciones es:

a + b = 5

4a + 2b = 14

Resuelve el sistema de ecuaciones lineales. ¿Qué valores obtienes para a y b?

a + b = 5 implica que 2a + 2b = 10
Si 2a + 2b = 10, pero 4a + 2b = 14, eso quiere decir que 2a = 4 (lo que tiene adicional la segunda ecuación).
Por lo tanto a = 2

Como a + b = 5, esto implica que b = 3.

La función es:

f(x) = ax2 + 3x – 1 

Parte 4. Experimento: El chorrito de agua
Las funciones cuadráticas modelan muchas situaciones en nuestra vida cotidiana. Todas los objetos que se lanzan al aire, siguen una trayectoria cuadrática, si su movimiento no se interrumpe. Cuando regamos las plantas con una manguera, podemos observar que el chorro de agua sigue una trayectoria cuadrática si permitimos que salga inicialmente hacia arriba. De la misma forma, cuando lanzamos un frisbee, la trayectoria que sigue, describe una función cuadrática.

Esta parte consiste de un experimento. Verás la trayectoria de un chorrito de agua y hallarás la ecuación de la misma con el método que utilizamos en la parte 3.

Materiales:

Lata cilíndrica (como de jugo) con un rotito hecho con una barrena

Transparencia cuadriculada

Marcador de transparencia

Clipboard transparente

Procedimiento:

Llenar la lata de agua teniendo en cuenta que se coloca un envase que recoge el agua que va cayendo del chorrito.

Con la transparencia pinchada en el clipboard, nos posicionamos frente al chorrito de agua de manera que el clipboard esté en un plano paralelo al del chorrito. 

Colocamos el clipboard firme sobre una mesa y de manera que el inicio del chorrito coincida con el eje vertical.  

Marcamos varios puntos por donde pasa el chorrito. Marcamos un punto para cada unidad del eje vertical. 

Finalmente, retiramos todo y ya en la mesa utilizamos tres de los puntos para desarrollar la ecuación de la forma en que se desarrolló anteriormente. Uno de los puntos debe ser el que coincide con el eje vertical (el intercepto en y).

Una vez tenemos la ecuación, usamos Excel para trazar tanto la ecuación como los puntos reales que conseguimos con el chorrito de agua.

Para trazar la ecuación escribimos en una hoja nueva, en la columna A los valores de x: 0, 1, 2, 3, etc, todo los que hayamos conseguido.

En B1, escribimos a*a1^2 + b*a1 + c, solo que usando los valores de a, b y c encontrados en el experimento.

Copiamos b1 para tantas celdas como valores halla en la columna A.

Luego escribimos en la columna C, los valores obtenidos en el experimento como tal. 

Ahora trazamos la gráfica de los valores en la columna B y C, marcando los valores y presionando el icono de gráfica. Escogemos el formato de doble línea. Una de ellas (la B) representa los valores estimados de la gráfica, y la otra (la C) los valores reales que obtuvimos del chorro.

Ejemplo:

	A
	B
	C

	
	ecuación
	Chorrito

	0
	45
	44

	1
	40
	39

	2
	31
	31

	3
	18
	17.5

	4
	1
	0
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La maestra debe discutir las diferencias que pueda haber entre una gráfica y la otra, en términos de errores de medición. 

VIII. Avalúo

El proceso de avalúo, como de costumbre, debe ser uno continuo a través de toda la actividad. No se debe tratar meramente de usar instrumentos de avalúo, sino de a través de estos instrumentos efectuar el avalúo, que no es otra cosa que determinar si se están cumpliendo los objetivos de la actividad de la manera correcta que redunde en el aprendizaje con entendimiento.  La maestra puede usar diversas estrategias para avaluar el proceso de enseñanza y aprendizaje. Entre otras cosas, debe observarse el método de inquirir a través de toda la actividad. 
Para esta actividad se recomiendan estrategias tales como: 
· observación en clase del trabajo de los estudiantes 
· discusiones en grupo de las contestaciones que dan los estudiantes a las preguntas en la Guía del estudiante 
· ejercicios adicionales que puede dar la maestra como trabajo para la sala de clases o para la casa y análisis del trabajo de los estudiantes.
Se recomiendan además diversos instrumentos de avalúo tales como 
· una rúbrica para analizar el trabajo de los estudiantes
· Hojas de cotejo sobre la construcción de gráficas
Hoja de cotejo #1
Esta hoja de cotejo se usará para analizar la actividad de la parte 1.

	
	sí
	no

	Rotula ambos ejes dejando la misma distancia entre marcas.


	
	

	Rotula las marcas en el eje horizontal de uno en uno.


	
	

	Usa los valores del eje vertical como los valores de la sucesión.
	
	

	Usa los valores del eje vertical correspondientes a cada unidad del eje horizontal.
	
	


Hoja de reflexión:

Hoy aprendí que…

Algunas cosas que se pueden describir usando un modelo cuadrático son:

Una diferencia entre un modelo lineal y un modelo cuadrático es…

1

