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Alianza para el Aprendizaje de Ciencias y Matemáticas (AlACiMa)

PR – Math and Science Partnership (PR-MSP)

Actividad Matemática – Nivel  Superior


Conociendo Números Irracionales Famosos

Prof. Margarita Santiago UPR Cayey

Guía del maestro

I. Nivel:
10-12 Matemática Secundaria


II. Objetivos:

Al finalizar la actividad  los estudiantes:

· Aproximarán  el valor de π buscando la razón de la circunferencia al diámetro de objetos circulares.

· Identificarán   datos históricos y/o curiosos de π.

· Medirán con regla la hipotenusa de triángulos rectángulos donde los catetos miden igual a un número natural. 

· Compararán el valor obtenido por  medición con el valor de la  hipotenusa obtenido  utilizando el Teorema de Pitágoras e identificarán que surgen números irracionales.

· Resolverán una ecuación cuadrática donde se obtiene  un número irracional, llamado la razón dorada.

· Identificarán datos  sobre  áreas donde se aplica la razón dorada.

· Calcularán,  utilizando fotos de personajes,  la razón entre la distancia de la barbilla a la frente con  la distancia entre las orejas, e identifiquen   que  surge una aproximación de la  razón dorada.

· Aplicarán  la sucesión de Fibonnacci  para obtener una aproximación de  la razón dorada. 

III. Descripción:

En este  taller los estudiantes  repasarán los números irracionales e identificarán de dónde surgen algunos números irracionales. Trabajarán en forma individual en algunas partes y en grupos de tres estudiantes en otras.  El taller consta de cinco partes. En la primera parte, dando ejemplos y clasificando distintos números, se explorará el conocimiento previo sobre los números naturales, enteros, racionales, irracionales y reales. En la segunda parte aproximarán  el valor de π buscando la razón entre la circunferencia y el diámetro de objetos circulares. Se comentará  algunos  datos históricos y/o curiosos de π. En la tercera parte medirán con regla la hipotenusa de triángulos rectángulos donde los catetos miden igual a un número natural. Compararán  el valor obtenido por  medición con el valor de la  hipotenusa obtenido  utilizando el Teorema de Pitágoras e identificarán  que surgen números irracionales. En la cuarta parte resolverán una ecuación cuadrática utilizando la fórmula cuadrática y obtendrán   un número irracional  llamado la razón dorada. Conocerán algunos datos de las áreas donde surge  la razón dorada. En la quinta parte, utilizando fotos de personajes, calcularán  la razón entre la distancia de la barbilla a la frente con  la distancia entre las orejas. Relacionarán el este valor con  una aproximación del valor de la  razón dorada.  Utlilizarán la sucesión de Fibonnacci  para aproximar el valor de la  razón dorada. 

IV. Estándares de Contenido:

ESTÁNDAR DE CONTENIDO 1: El estudiante es capaz de entender los procesos y conceptos matemáticos al representar, estimar, realizar cómputos, relacionar números y sistemas numéricos. 

ESTÁNDAR DE CONTENIDO 4: El estudiante es capaz de utilizar sistemas, herramientas y técnicas de medición para establecer conexiones entre conceptos espaciales y numéricos. 

V. Trasfondo:

Usualmente los estudiantes tienen dificultad en  la clasificación de números reales como números racionales e irracionales. Se comenzará repasando esta destreza. Los ejemplos que se muestran usualmente de los números irracionales son desconocidos para ellos o no conocen como surgen en las matemáticas. La idea principal es que los estudiantes conozcan cómo podemos obtener aproximaciones de números irracionales como  
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VI. Conocimiento previo:

El maestro tiene que asegurarse que el estudiante  tiene el conocimiento de:

1. Números naturales, enteros, racionales, irracionales,  reales y relaciones entre ellos.

2. La  circunferencia de objetos circulares.

3. Triángulos rectángulos, los catetos y la hipotenusa. 

4. Teorema de Pitágoras.

5. La fórmula cuadrática.

6. Razón entre dos números reales.

VII. Procedimiento:
Parte I: 
Actividad de exploración (Individual)

Se comenzará repasando cuáles son los números naturales, enteros, racionales, irracionales y reales y las relaciones entre estos conjuntos.  

Los estudiantes llenarán la  Tabla 1  ofreciendo ejemplos de  números naturales, enteros, racionales, irracionales y reales.  El maestro discutirá los resultados de los estudiantes. Los estudiantes  se auto evaluarán contando el número de respuestas correctas y utilizando la rúbrica bajo la tabla. Escribirán el grado de   dominio de la destreza. El  maestro recogerá los resultados de los estudiantes y aclarará dudas. 

Tabla 1

Números
Ejemplo 1
  Ejemplo 2

Auto evaluación
   % Dominio

Naturales






Enteros






Racionales






Irracionales






Reales






Rúbrica Tabla 1

Escala
Número de ejercicios correctos
Interpretación

Dominó
10, 9 u 8
Si resulta que 70% o más de los estudiantes no dominaron la destreza se sugiere se retomen los conceptos y se presenten otros ejemplos antes de pasar a la parte III.

Dominio Parcial
7, 6, 5


No Dominó
4, 3, 2 o  1


Los estudiantes llenarán la  Tabla 2 clasificando números en racionales o irracionales y nuevamente se auto evaluarán contando el número de respuestas correctas y utilizando la rúbrica bajo la tabla.  Escribirán el grado de   dominio de la destreza.  

Tabla 2

Número
Racional
   Irracional

     Auto evaluación 
% Dominio

754.86






π






7.282828…






⅝
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Al finalizar de llenar la tabla por los estudiantes,  el maestro completará la tabla con las respuestas correctas y explicará de darse el caso,  porque algunas respuestas son incorrectas.

Rúbrica Tabla 2

Escala
Número de ejercicios correctos
Interpretación

Dominó
6 ó 7
Si resulta que 70% o mas de los estudiantes no dominaron la destreza, se sugiere se retomen los conceptos y se presenten otros ejemplos antes de pasar a la parte III.

Dominio Parcial
4 ó  5


No Dominó
1, 2 ó 3


Hoja de Cotejo Tabla 2

Número
Racional
Irracional

754.86
     X


π

     X

7.282828…
     X


⅝
     X
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Parte II: 
Exploración con  π  

El maestro le proveerá al estudiante  3 objetos circulares,  como tapas de latas de galletas, una lata de habichuelas y un plato, cinta métrica y una regla. Llenarán la Tabla 3, indicando la medida en centímetros de la circunferencia y del diámetro de los objetos circulares. Calcularán la razón entre la medida de la circunferencia y la medida del diámetro. El estudiante buscará en el salón un objeto circular y repetirá las instrucciones. Concluirá a que valor se aproxima esta razón.

Durante la ejecución de la actividad el maestro:

· observará el trabajo que los grupos están realizando, ayudará a aquellos grupos que lo soliciten.

· verificará que las respuestas que estén obteniendo para la razón entre la circunferencia y el diámetro sea  aproximadamente π. 

· propiciará una reflexión para resumir que por la actividad experimental,  la razón entre la medida de la circunferencia y la medida del diámetro es aproximadamente π.

Tabla 3

Instrucciones:

· Mide, en centímetros, la circunferencia de cada objeto circular que se te ha dado y anótalo en la columna 2 de la tabla.

· Mide,  en centímetros, el diámetro de cada objeto circular que se te ha dado y anótalo en la columna 3 de la tabla.

· Utilizando la calculadora, aproxima a dos lugares decimales la razón entre la circunferencia y el diámetro. Anótalo en la columna 4 .

Objeto
Medida

Circunferencia
Medida

Diámetro
Circunferencia /

diámetro
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El maestro preguntará sobre la explicación algebraica para que la razón entre la circunferencia y el diámetro sea  π.
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El maestro auscultará que datos históricos y/o curiosos conocen de  π. Luego el maestro presentará algunos de los siguientes datos.

· Muchos intentos para determinar  π con exactitud están relacionados con el clásico problema de la cuadratura del círculo: "construir, utilizando únicamente regla y compás, un cuadrado de área igual a un círculo dado".
· Modernamente, para evaluar Pi se utiliza una serie infinita convergente. Este método fue utilizado por primera vez en Kerala (India) en el Siglo XV.

· Johan Heinrich Lambert(1728-1777), matemático alemán, probó que Pi es irracional. (Un número irracional no se puede escribir en forma de fracción racional. Números racionales son : 1, 2 , 3/4, 17/23).
· Ferdinand Lindemann(1852-1939) demostró que Pi es un número trascendental. Esto significa, entre otras cosas, que el problema de la cuadratura del círculo no tiene solución. Pese a ello todavía se sigue intentando.

· En 1959, ordenadores en Francia e Inglaterra calcularon más de 10,000 cifras de Pi. En Julio de 1997, Yasumasa Kanada y Daisuke Takahashi obtuvieron 51,539,600,000 cifras, utilizando un HITACHI SR2201 con 1024 procesadores.

.Parte III: 
Midiendo la hipotenusa de triángulos rectángulos   

Se le dará a cada estudiante un papel cuadriculado para dibujar un triángulo rectángulo donde los catetos midan ambos  igual a una unidad.  Pueden considerar una unidad como cualquier número de centímetros.  Medirán con una regla los catetos, la hipotenusa y anotarán los datos en la Tabla 4.  Aplicarán el Teorema de Pitágoras para hallar el valor de la hipotenusa y aproximarán este valor con la calculadora. 

Repetirán este procedimiento dibujando otro triángulo cuyos catetos midan iguales a otro número natural. Vuelven a repetir este procedimiento utilizando uno de los triángulos dibujado por otro estudiante de su grupo. Recopilarán la información de los triángulos en la siguiente tabla.
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Tabla 4

Triángulo
Medida

Cateto1 = Cateto 2
Medida hipotenusa h
Usando el teorema de Pitágoras calcular la hipotenusa (Se obtiene un número  irracional)
Aproximar con la calculadora el valor de h

         1





         2





        3





El maestro dirigirá la discusión para demostrar que la  hipotenusa resulta un número irracional. 

Si cada cateto mide igual a una unidad entonces:
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El maestro dirigirá la discusión para demostrar que, en general, si cada cateto mide igual a un número natural   x  unidades  la  hipotenusa resulta un número irracional. 
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Parte IV: 
Resolviendo una ecuación cuadrática   

1. El maestro repasará la forma general de una  ecuación cuadrática  ax2 + bx + c = 0     donde a, b, c son números reales y a ≠ 0. Repasará la  fórmula cuadrática:
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2. Los estudiantes resolverán, utilizando la fórmula cuadrática, la ecuación x2 – x – 1 = 0 

3. El maestro discutirá el procedimiento y las soluciones.
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4. El maestro auscultará si conocen cómo se llama ese número.  Comentará  que al número irracional siguiente se le llama la razón dorada, número dorado o razón áurea.
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5. Los estudiantes aproximarán con la calculadora su valor:   
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6. El maestro auscultará si conocen áreas donde se aplica la razón dorada y comentará algunas de las siguientes aplicaciones.

· La Anatomía de los humanos se basa en una relación Phi (φ) exacta,. Razones entre partes del cuerpo resultan en una aproximación de este número, tales como: 

a. La razón  entre la altura de un ser humano y la altura de su ombligo. 

b. La razón  entre la distancia del hombro a los dedos y la distancia del codo a los dedos. 

c. La razón entre  la altura de la cadera y la altura de la rodilla. 

d. La razón  entre el diámetro de la boca y el de la nariz 
· φ es irracional, y el único número real positivo con:
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· Los artistas del Renacimiento utilizaron la sección áurea en múltiples ocasiones tanto en pintura, escultura como arquitectura para lograr el equilibrio y la belleza. Leonardo da Vinci, por ejemplo,

a. la utilizó para definir todas las proporciones fundamentales en su pintura La última cena, desde las dimensiones de la mesa, hasta la disposición de Cristo y los discípulos sentados, así como las proporciones de las paredes y ventanas al fondo.

b. en su cuadro de la Gioconda (o Mona Lisa) utilizó rectángulos áureos para plasmar el rostro de Mona Lisa. Se pueden localizar muchos detalles de su rostro, empezando porque el mismo rostro se encuadra en un rectángulo áureo.

Parte V: 
Encontrando aproximaciones del número dorado midiendo partes de la cara en fotos de personas

Utilizando las fotos de Zuleyka Rivera y Carlos Arroyo, calcular una aproximación de la

razón entre la medida  en centímetros de la distancia de la barbilla hasta la cabeza y la

distancia entre las orejas. El maestro observará el trabajo que los grupos están realizando y verificará que estén haciendo las medidas correctamente. Anotará  en la pizarra bajo cada foto algunas de las aproximaciones conseguidas por los estudiantes y concluirán que una posible aproximación es 1.62.  

El maestro puede explorar si los estudiantes desean hacer las medidas utilizando su propio cuerpo humano. 
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El maestro discutirá la relación entre la razón dorada y la  sucesión de  Fibonnacci.

La   Sucesión de Fibonnacci es la sucesión infinita de números naturales donde, con excepción de los dos primeros, cada elemento es la suma de los dos anteriores:      

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, …

El maestro les solicitará que calculen la razón entre un término y el anterior y reflexionen sobre la aproximación que consiguen.

Concluiran que al calcular  la razón entre un término y el anterior se obtiene aproximadamente el número dorado.
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El maestro  auscultará que conocimiento tienen de  Fibonnacci y cómo descubrió esta sucesión. 

Esta sucesión tiene el nombre en honor al matemático italiano Leonardo de Pisa. La sucesión recibe el nombre de Fibonnacci por “ filius Bonacci”, que quiere decir hijo de Bonacci. Recibe el nombre en honor a su padre, quien era representante de los mercaderes de la república de Pisa en los negocios de Argelia.
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La sucesión surge al determinar el número de parejas de conejos que se tendrán al cabo de un año, sabiendo que se comienza con una sola pareja y que cada pareja engendra mensualmente otra pareja a partir de su segundo mes de vida. 

El maestro finalizará la actividad  fomentando que los estudiantes resuman lo aprendido en el siguiente mapa de conceptos. Indicando lo que es un número irracional y lo que aprendieron de los tres números irracionales discutidos.


[image: image10]
VIII.  Avalúo

Se ha mostrado en la capacitación que el l proceso de avalúo  debe ser uno continuo a través de toda la actividad. El  maestro puede usar diversas estrategias para avaluar el proceso de enseñanza y aprendizaje. Entre otras cosas, debe observarse el método de inquirir a través de toda la actividad. 

Además,  se pueden utilizar los siguientes instrumentos.

Hoja de reflexión:

Hoy aprendí que…

La diferencia entre un número racional y un número irracional  es:

¿Qué implica escribir    π = 3.14     y       π ≈ 3.14?

¿Es importante utilizar los símbolos  de    =    o    ≈    en matemáticas? Explica.

Mapa de conceptos  y/ o ejemplos: 

Haz un mapa de conceptos de lo aprendido, indicando cuál es la aproximación de estos números, aplicaciones y/o detalles discutidos.


[image: image11]
IX. Materiales

Parte I. 

Tabla 1: Escribe dos ejemplos inventados por ti de números naturales, enteros, racionales, irracionales y reales. Luego, que el maestro discuta los resultados auto evalúate siguiendo la rubrica 1  e infórmale al maestro el grado de dominio que mostraste.

Números
Ejemplo 1
  Ejemplo 2

Auto evaluación
   % Dominio

Naturales






Enteros






Racionales






Irracionales






Reales






Rúbrica Tabla 1

Escala
Número de ejercicios correctos
Interpretación

Dominó
10, 9 u 8
Si resulta que 70% o más de los estudiantes no dominaron la destreza se sugiere se retomen los conceptos y se presenten otros ejemplos antes de pasar a la parte III.

Dominio Parcial
7, 6, 5


No Dominó
4, 3, 2 o  1


Tabla 2: Clasifica los números de la primera columna como racionales o irracionales

Luego que el maestro discuta los resultados, auto evalúate siguiendo la rubrica 2  e infórmale al maestro el grado de dominio que mostraste.

Número
Racional
   Irracional

     Auto evaluación 
% Dominio

754.86






π






7.282828…






⅝
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Rúbrica Tabla 2

Escala
Número de ejercicios correctos
Interpretación

Dominó
6 ó 7
Si resulta que 70% o más de los estudiantes no dominaron la destreza, se sugiere se retomen los conceptos y se presenten otros ejemplos antes de pasar a la parte III.

Dominio Parcial
4 ó  5


No Dominó
1, 2 ó 3


Parte II. 

Materiales
   

· Tres objetos circulares a cada grupo que pueden ser latas de galletas, platos, tapas de envases, latas de habichuelas, etc. Los objetos por grupo pueden ser distintos.

· Cinta métrica (preferiblemente una para cada estudiante)

· Calculadora

· Tabla 3:  

· Mide, en centímetros, la circunferencia de cada objeto circular que se te ha dado y anótalo en la columna 2 de la tabla.

· Mide  en centímetros el diámetro de cada objeto circular que se te ha dado y anótalo en la columna 3 de la tabla.

· Utilizando la calculadora aproxima, a dos lugares decimales, la razón entre la circunferencia y el diámetro. Anótalo en la columna 4 .

Objeto
Medida

Circunferencia
Medida

Diámetro
Circunferencia /

Diámetro
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Parte III. 
   

· Papel cuadriculado
· Regla
· Calculadora
En el siguiente cuadriculado dibuja un triángulo rectángulo donde los catetos midan ambos  igual a una unidad (1 unidad = x cm)  Midan con una regla los catetos, la hipotenusa y anoten los datos en la Tabla 4.  Apliquen el Teorema de Pitágoras para hallar el valor de la hipotenusa y aproximen este valor con la calculadora. 

Repite este procedimiento dibujando otro triángulo cuyos catetos midan iguales a otro número natural. Vuelve a repetir este procedimiento utilizando uno de los triángulos dibujado por otro estudiante de tu grupo. 
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Tabla 4

Triángulo
Medida

Cateto1 = Cateto 2
Medida hipotenusa h
Usando el teorema de Pitágoras calcular la hipotenusa (Se obtiene un número  irracional)
Aproximar con la calculadora el valor de h

         1





         2





        3





Parte V.


Utilizando las fotos de Zuleyka Rivera y Carlos Arroyo, calcula una 

aproximación de la razón entre la medida  en centímetros de la distancia

de la barbilla hasta la cabeza y la distancia entre las orejas.
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